Cours d’Algebre : Les Matrices
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1 Introduction

Les matrices constituent un outil fondamental de I'algébre linéaire. Elles permettent de re-
présenter :
— les systémes linéaires ;
— les applications linéaires ;
— les transformations géométriques;
— de nombreux phénomeénes physiques et numériques.

Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres.

Exemple :
1 2 3
A= (0 -1 4)

2 Définitions fondamentales

Cette matrice est de taille 2 x 3.

2.1 Notation

Une matrice A = (a;;) de taille m x n posséde :
— m lignes;
— n colonnes;
— un coefficient a;; & la ligne 4, colonne j.

On note :

I’ensemble des matrices a coefficients dans K.
Sim = n, la matrice est dite carrée.

2.2 Matrices particuliéres

2.2.1 Matrice nulle

()

2.2.2 Matrice identité

1 0 - 0
0o 1 - 0
I, =
0 0 1
Elle vérifie :
Al,=1,A=A



2.2.3 DMatrice diagonale

A 0 0
D=10 X 0
0 0 A3
2.2.4 Matrice triangulaire supérieure
1 2 3
0 4 5
0 0 6

3 Opérations sur les matrices

3.1 Addition

Deux matrices de méme taille peuvent étre additionnées :

(A+ B)ij = aij + by

(3G9 )

3.2 Multiplication par un scalaire

Exemple :

(AA)” = )\aij

3.3 Produit matriciel

SiAe My, et Bec M,,, alors :

AB € My,
et :
(AB)Z] = Z aikbkj
k=1
Exemple :
1 2 5 6
1= 1) 7= (9

Alors :

19 22
AB = <43 50>



3.4 Propriétés

(A+B)+C=A+(B+0)
(AB)C = A(BC)
A(B+C) = AB + AC

Le produit matriciel n’est généralement pas commutatif :

AB +# BA

4 'Transposée

La transposée d’une matrice A, notée AT, s’obtient en échangeant lignes et colonnes.

1 4
A‘G?é) = AT =12 5
3 6

Propriétés :

(A+ B)T = AT + BT
(AB)T = BT AT

5 Déterminant

Pour une matrice 2 x 2 :

Exemple :

5.1 Critére d’inversibilité

Une matrice carrée A est inversible si et seulement si :

det(A) £ 0

6 Matrice inverse

Une matrice A est inversible s’il existe une matrice A~! telle que :
AA T =A"14A=1,

Pour une matrice 2 x 2 :

si ad — be # 0.



7 Systémes linéaires

Le systéme :

z+2y=>5
3z +4y =11

N 1 90-(0)

X=A"'B

Si A est inversible :

8 Rang d’une matrice

Le rang d’une matrice mesure le nombre maximal de lignes ou colonnes linéairement indé-
pendantes.
Notation :

rg(A)
Propriétés :
— 1g(A) < min(m,n)
— Ainversible <= 1rg(4) =n

9 Pivot de Gauss

Les opérations élémentaires sont :

1. échanger deux lignes;
2. multiplier une ligne par un scalaire non nul;

3. ajouter a une ligne un multiple d’une autre.

9.1 Exemple

Résoudre :

T+y=2
204+ 3y =5

1 112
2 315

LQ — L2 — 2L1

Matrice augmentée :

On effectue :

On obtient :



Donc :

10 Valeurs propres
Une valeur propre A d’une matrice A vérifie :

AX = )\X
avec X # 0.

Cela équivaut a :

det(A—AI,) =0

11 Diagonalisation

Une matrice est diagonalisable s’il existe :

— une matrice inversible P ;

— une matrice diagonale D ;

telles que :

A=pPDpP!

On peut alors calculer facilement :

A" = pD"P!

12 Interprétation géométrique

Une matrice peut représenter :

— une rotation;
— une symétrie;
— une projection;
— une homothétie ;

— un cisaillement.

Exemple : rotation d’angle 8

Ry — (cos # —sin «9)

sinf@ cosf

13 Théorémes fondamentaux

13.1 Théoréme du rang

dim(ker A) +1rg(A4) =n



13.2 Théoréme de Cayley-Hamilton

Toute matrice annule son polynoéme caractéristique.

14 Méthodologie

Pour réussir ce chapitre, il faut maitriser :
— le calcul matriciel ;
— les déterminants;
— le pivot de Gauss;
— les inverses ;
— les valeurs propres;

— la diagonalisation.

15 Exercices classiques

Calculer un produit matriciel.
Déterminer un déterminant.
Calculer une matrice inverse.
Résoudre un systéme linéaire.
Déterminer le rang d’une matrice.

Calculer les valeurs propres.
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Diagonaliser une matrice.

16 Conclusion

Les matrices constituent un langage central de ’algébre linéaire moderne. Leur maitrise est
indispensable en mathématiques, en physique et en informatique.
Les prolongements naturels de ce chapitre sont :

— les espaces vectoriels ;

— les applications linéaires ;

— les endomorphismes ;

— la réduction des endomorphismes;

— les formes quadratiques.



