Exercices corrigés d’algébre
Polynomes — Niveau Math sup

Exercice 1 — Division euclidienne et reste
Déterminer le reste de la division de
P(X)=X°_-3X342X +7

par
X —2.

Correction

Par le théoréme du reste :

Le reste de la division de P(X) par X — a est P(a).

Ici :
a=2.
Calculons :
P(2)=2"-3-2242.247.
Donc :

P(2)=32—24+4+7=19.

Le reste est donc :

Exercice 2 — Factorisation

Factoriser dans R[X] :
P(X)=X%-3X2 - 4X +12.

Correction

Cherchons une racine évidente.

P(2)=8—-12—8+12=0.

Donc X — 2 divise P.
On effectue la division :

P(X)= (X -2)(X?>- X —6).

Puis :
X2-X-6=(X-3)(X+2).

Ainsi :

|P(X) = (X —2)(X - 3)(X +2)]
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Exercice 3 — Multiplicité d’une racine

Déterminer la multiplicité de 1 comme racine du polynéme

P(X)=X*-2X3 42X —1.

Correction
On calcule :
Pl)=1-2+2-1=0.
Donc 1 est racine.
Dérivons :
P'(X)=4X%-6X2%+2.
Alors :
P1)=4—-6+2=0.
Deuxiéme dérivée :
P'(X)=12X% - 12X.
Donc :
P"(1) = 0.
Troisiéme dérivée :
PO (X) =24X —12.
Ainsi :
PO(1)=124#0.

Donc 1 est racine de multiplicité 3.

(X —1)3 divise P(X)

Exercice 4 — Relations coefficients-racines

Soient a, b, ¢ les racines de
P(X)=X>-5X*4+7X —3.
Calculer :
a+b+c, ab + ac + be, abc.
Correction

Par les formules de Viéte :

P(X)=X3— 5 X%+ 55X — 53

avec
s1=a+b+ec,
s9 = ab + ac + be,
s3 = abc.
Par identification :
a+b+c=25,
ab+ac+bc=17,
abc = 3.

Donc :

a+b+c=5 ab+ac+bc=7 abc=3




Exercice 5 — Racines complexes

Factoriser dans C[X] :
Xt 41
Correction

On résout :
Les racines sont :

Ainsi :
xtr1=1] (X _ ei(”+2k”)/4) .
k=0
Dans R[X] :

X441 =(X2+V2X + 1) (X2 - V2X +1)

Exercice 6 — Interpolation

Déterminer le polynéme P de degré au plus 2 tel que

Correction

Posons :
P(X) =aX?+bX +c.

Les conditions donnent :
P0O)=1=c=1,

Pl)=2=a+b+1=2
P(2)=5=4a+2b+1=>5.

Donc :
a+b=1,
2a +b=2.
Par soustraction :
a=1.
Puis :
b=0.
Ainsi :
P(X)=X%+1

Exercice 7 — PGCD de polynoémes

Déterminer
ged(X3 —1,X2—1).



Correction

On factorise :
XP—1=(X-1)(X?’+X+1),

X2 -1=(X-1)(X+1).

Le facteur commun est :

X -1

Donc :

ged(X? -1, X? - 1)=X -1

Exercice 8 — Exercice classique
Trouver tous les polynomes P € R[X] tels que
P(X?) = P(X)2.

Correction

Cherchons d’abord les solutions constantes.
Si P(X) = ¢, alors :

c=c
Donc :
ce{0,1}.

Supposons maintenant P non constant.
Posons :

PX)=aX"+---

avec a # 0.

Alors :

P(XH) =aX+...
et

P(X)?=a’X* 1 ...

Par identification des coefficients dominants :

Donc :
a=1.

On montre ensuite par identification que les seules solutions sont :

P(X)=X"
pour n € N, ainsi que P(X) = 0.
Vérification :
(X™)? = X* = P(X?).
Ainsi :

[P(X)=0 ou P(X)=X"|




