Cours de Mathématiques
Limites, continuité et dérivabilité

Niveau Mathématiques Supérieures
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1 Limites de fonctions

1.1 Introduction

L’étude des limites constitue la base de 'analyse. Elle permet de décrire le comportement
d’une fonction au voisinage d’un point ou a infini.
On considére dans tout le cours une fonction

f:DCR—R.

1.2 Limite en un point

Définition 1.1. Soit a un point adhérent a D et soit £ € R. On dit que

lim f(x)=1¢

r—a
8%
Ve>0,3dn>0,VeeD, 0<|z—al<n = |f(z)—{<e.

Remarque. La condition 0 < |z — a signifie que l'on exclut éventuellement le point a lui-méme.

Ezemple 1.2. Considérons

flx)=2x+1.
Alors
lim f(z) =T7.
z—3
En effet,

|[f(z) =7 =22 +1—-7] =2z — 3|

11 suffit donc de prendre n = £/2.

1.3 Limites latérales

Définition 1.3. On dit que

lim f(z)=1¢
z—at
si la limite vaut £ lorsque x > a.
De méme,
lim f(z)=1¢
r—a—

désigne la limite a gauche.

Propriété 1.4. La limite en a existe si et seulement si les deux limites latérales existent et sont
égales.

Exemple 1.5. La fonction

n’admet pas de limite en O car

lim f(z)=-1 et lim f(z)=1.

z—0— z—0t



1.4 Limites infinies

Définition 1.6. On dit que

lim f(x) = 400
T—a

%
VA>0,In>0, 0<|z—a|l<n = f(z)> A

Exemple 1.7.

liy 25 = s
1.5 Limites a l’infini
Définition 1.8. On dit que

Al S0 =

)

Ve>0, JAeR, z>A = |f(z)—{|<e.

Exemple 1.9.
1

lim — =0.
r—+4oo I

1.6 Opérations sur les limites

Théoréme 1.10. Soient f et g deuz fonctions admettant des limites finies en a. Si

lim f(z) =¢,  lim g(z) =m,

alors :

lim (f + g)(2) = £+ m,

lim(fg)(z) = m,
lim (A f)(x) = M.

T—ra
Si de plus m # 0, alors
flx) ¢

lim —— = —.
eag(z)  m

1.7 Croissances comparées
Théoréme 1.11. Lorsque x — +00 :
Inz =o(z%) (a>0),
2% = ofe”),
(Inz)? = o(z®).

Remarque. L’exponentielle domine les puissances, qui dominent elles-mémes les logarithmes.



2 Continuité
2.1 Définition

Définition 2.1. Une fonction f est continue en a € D si :

lim f(z) = f(a).

Tr—a

Ezemple 2.2. Les fonctions polynomiales sont continues sur R.

f(x):{l si x>0,

Ezxemple 2.3. La fonction

0 siz<0

n’est pas continue en 0.

2.2 Continuité sur un intervalle

Définition 2.4. Une fonction est continue sur un intervalle I si elle est continue en tout point
de I.

2.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 2.5 (TVI). Soit f continue sur un segment [a,b]. Alors pour tout réel y compris
entre f(a) et f(b), il existe
c € la,b]

tel que
fle)=y.

Corollaire 2.6. Si f est continue sur [a,b] et si
fla)f(b) <0,
alors f posséde au moins une racine dans ]a,bl.

Exemple 2.7. 1’équation
P+ —-1=0

admet une solution dans [0, 1].

2.4 Fonctions continues sur un segment

Théoréme 2.8. Toute fonction continue sur un segment est :
— bornée ;

— atteint ses bornes.

Théoréme 2.9 (Heine). Toute fonction continue sur un segment est uniformément continue.

2.5 Composition de fonctions continues

Propriété 2.10. Si f est continue en a et g continue en f(a), alors
gof

est continue en a.



3 Dérivabilité
3.1 Définition

Définition 3.1. La fonction f est dérivable en a si la limite

p flath) = f(a)
h—0 h

existe et est finie.
Cette limite est notée

f'(a).
Remarque. La dérivée représente le coefficient directeur de la tangente a la courbe en a.

Ezxemple 3.2. Pour

on a

En faisant tendre h vers 0,

3.2 Interprétation géométrique

L’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse a est
y = f(a) + f'(a)(z — a).

3.3 Dérivabilité et continuité

Théoréme 3.3. Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.

Remarque. La réciproque est fausse. La fonction

f(z) = |x]

est continue en 0 mais non dérivable en 0.

3.4 Reégles de dérivation

Théoréme 3.4. Soient v et v dérivables. Alors :

(u+v) =4
(U)IZ)\U,
(uwv)' = ’v+uv

Propriété 3.5 (Dérivée d'une composée). Siu est dérivable en a et v dérivable en u(a), alors

(vou)(a) = o (u(a))/(a).



3.5 Dérivées usuelles

fl) | fl(=)
z" nx™ 1
er er
1
Inz -
x
sin x CcCoS T
CcoS T —sinx
tanz | 1 + tan’z

3.6 Théoréme de Rolle

Théoréme 3.6 (Rolle). Soit f continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b| et telle que

f(a) = f(b)
Alors il existe
¢ €la, b]
tel que
flle)=0

3.7 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 3.7 (TAF). Soit f continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b|. Alors il eziste
¢ €la,b|

tel que

UL (0)

Corollaire 3.8. Si f' =0 sur un intervalle, alors [ est constante sur cet intervalle.

Corollaire 3.9. Si f' > 0 sur un intervalle, alors f est croissante.

3.8 Etude locale des fonctions

Propriété 3.10. Si f'(a) > 0, alors la fonction est localement croissante au voisinage de a.
Définition 3.11. On dit que a est un point critique si
f'(a) = 0.

Propriété 3.12. Si :
— [’ change de signe de + vers — en a, alors f admet un mazimum local ;

— [’ change de signe de — vers + en a, alors f admet un minimum local.



4 Exercices

Exercice 1

Déterminer les limites suivantes :

Exercice 2

Etudier la continuité de la fonction

Exercice 3
Etudier les variations de
f(x) =2® — 32 + 1.
Exercice 4

Montrer que 1’équation
e =x+2

admet une unique solution réelle.

5 Meéthodes classiques

Pour les limites

— Factoriser le terme dominant.
— Utiliser les équivalents usuels.
— Employer les croissances comparées.

— Chercher une forme conjuguée.

Pour la continuité

— Vérifier 'existence de la limite.
— Comparer avec la valeur de la fonction.

— Utiliser les opérations sur les fonctions continues.

Pour la dérivabilité

— Calculer le taux d’accroissement.
— Simplifier avant le passage a la limite.

— Etudier le signe de la dérivée.



6 Conclusion

Les notions de limite, continuité et dérivabilité forment le socle de I’analyse classique. Elles
permettent :

— d’étudier le comportement local et global des fonctions;
— de résoudre des problémes d’optimisation ;
— de justifier rigoureusement les méthodes du calcul différentiel.

La maitrise des définitions et des théorémes fondamentaux est indispensable en classes pré-
paratoires scientifiques.
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