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1 Suites numériques

1.1 Définition

Une suite réelle est une application
u: N — R.

On note généralement :
(Un)nen-

Le réel associé a ’entier n est noté u,,.

1.2 Limite d’une suite
1.2.1 Définition

On dit que la suite (u,) converge vers £ € R si :

Ve >0, AN eN, Vn > N, |u, —{| <e.

On note :
Uy —— L.
n—oo
1.2.2 Limites infinies
On écrit :
Up —> +00

Si:

YA eR, AN, Vn > N, u, > A.

2 Théoremes fondamentaux

2.1 Unicité de la limite

Théoreme :
Une suite convergente possede une unique limite.

2.2 Opérations sur les limites

Si:
Uy —> L, Uy — M,

alors :

Up + Uy — L+ m,

Up Uy — Im,
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3 Suites monotones

3.1 Définitions

— (uy) est croissante si :
Upt1 = Unp.

— (up) est décroissante si :
Up+1 < Unp.
3.2 Théoréeme de convergence monotone

Théoréme :
— Toute suite croissante et majorée converge.

— Toute suite décroissante et minorée converge.

4 Suites récurrentes

Considérons une suite définie par :

Uni1 = fun).

4.1 Méthode générale

Montrer que la suite est bien définie.
Etudier sa monotonie.
Trouver des bornes.

Déterminer une éventuelle limite /.

U W e

Résoudre :

4.2 Exemple
Soit :
1 2
un+1:2(un+>a ug > 0.

Si la suite converge vers £, alors :

Donc :

Comme ¢ > 0,

5 Croissances comparées

Pour tout o« > 0 et 8 > 0,
Pour tout a > 1,

Ainsi :
Inn<«n®*<ad <n!«n™
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6 Séries numériques

6.1 Définition

A une suite (u,), on associe :

La série :

converge si la suite (.5,,) converge.

6.2 Condition nécessaire

Sic:

converge, alors :

Attention : la réciproque est fausse.

Exemple :

diverge.

7 Séries géométriques

Théoréme :

La série :

converge si et seulement si :

Dans ce cas :

8 Séries a termes positifs

8.1 Critére de comparaison

lq] < 1.
+
iOQ”:*l :
n=0 1_(]

Soient deux suites positives (uy) et (vy,).

Sic:

a partir d’un certain rang :

0<u, <wvy,

— si > v, converge, alors Y u, converge;

— si > uy, diverge, alors Y v, diverge.
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8.2 Séries de Riemann

La série :
1
ne
converge si et seulement si :
a > 1.
9 Critere de d’Alembert
Supposons :
upn > 0.
Sic: u
ntl oy,
Un,
alors :

— si £ < 1, la série converge;

— si £ > 1, elle diverge.

10 Critere de Cauchy

Si
Yy — 0,
alors :
— convergence si £ < 1,

— divergence si £ > 1.

11 Séries alternées

Critére spécial des séries alternées :
Si:

1. u, >0,

2. (uy) décroit,

3. up — 0,

alors :

converge.
Exemple :

12 Convergence absolue

Si:
converge, alors :

converge.
La réciproque est fausse.
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13 Développements limités usuels
13.1 Exponentielle

2

ex:1+a:+%+o(x2).

13.2 Logarithme

13.3 Sinus

sine =z — —— + o(z?).

6

13.4 Cosinus

2

cosx =1— % + o(z?).

14 Séries entiéres
Une série entiere est une série de la forme :

E anx™.

Il existe un rayon R € [0, 4o00] tel que :

— convergence pour |z| < R,
— divergence pour |z| > R.
15 Exercices classiques

Exercice 1

Etudier :
1 n
Uy, = (1 + ) .
n

Uy — €.

Montrer que :

Exercice 2

Etudier la nature de :

ZnQ—I—l'
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Exercice 3

Etudier :
Inn

Exercice 4

Etudier :

—

|
—_
~—
3

Convergence simple 7 absolue 7

16 Pieges classiques

— Confondre :
Uy —+ 0
et convergence de série.
— Qublier les hypotheses du critére des séries alternées.
— Utiliser d’Alembert lorsque la limite vaut 1.
— Employer des équivalents avec des termes non positifs sans précaution.

17 Formulaire minimal

Inn
— =0,
nOé
nO[
— =0,
a?’l

converge si :

converge si :
a> 1.

18 Owuvertures

Les suites et séries conduisent a :
— Dlintégration ;
— les équations différentielles ;
— les séries de Fourier;
— l’analyse fonctionnelle;
— les probabilités;

— les espaces normeés.



