Exercices corrigés de développements limités
Niveau Math Sup

Table des matiéres

1 Rappels

2 Exercices fondamentaux

3 Compositions de développements limités
4 Applications des développements limités
5 Exercices plus difficiles

6 Problémes de synthése

1 Rappels
On rappelle les développements limités usuels au voisinage de 0 :
2 3
e’ = 1+x+%+%+0(m3),
2 3
In(1 + x) :x—x——kx——i—o(m?’),
2 3
sinx = x — % + o(x?),
2 4
cosz =1— % + ;Uz + o(z%),
1
T 1—x+2% — 2%+ o(z).

2 Exercices fondamentaux

Exercice 1

Déterminer le développement limité a I'ordre 4 en 0 de

f(x) =e*cosz.

Correction

On écrit : ) 5 .
x z T

r_ 1 i s s 4

e +$+2+6+24+0(:v),



et ) A
r© oz 4
—1- " .
cos T 2+24+o(a:)

On multiplie :

2 3 4 2 4
e’ cosx = <1+x+g+$6+;g4> (1—2—%;)4—0(:04).

Calcul des termes utiles :

3 2t
excosx:1+x+0-x2—§—€+0(:ﬂ4).
Ainsi :
3 4
excosx:1+x—%—%+o(a:4).

Exercice 2

Déterminer le développement limité & 'ordre 3 en 0 de

f(z) =In(1+ x)€”.

Correction
On utilise :
x? 23
In(l+z)=2— "=+ = +o(z*),
2 3
et ) 5
e’ = 1+x+%+%+0(az3).
Produit : ) 3 ) 5
T T x x
f(x) <a: 2+3><—|—x+2+6>+0(m)
On obtient :
2 3

f(zx) :$+%+%+0(5L’3).

3 Compositions de développements limités

Exercice 3

Déterminer le développement limité & l'ordre 4 en 0 de

f(x) =sin(In(1 4 z)).

Correction
Posons ) 5 A
T T T
= In(1 =r— —4+ — — — 4,
u=In(l4+z)=2 2—1-3 4+0(w)
Comme
ud 4
sinu:u—EJro(u ),



on calcule :

Donc

Ainsi :

Exercice 4

3
ud =13 — 5.%4 + o(z%).

w3
sin(In(1+2)) =u — 5 + o(x?)

2 3
:x—%—i—%+o(x4).
2 3

sin(In(l1 4+ x)) =z — % + % + o(x™).

Déterminer le développement limité & 'ordre 5 en 0 de

f(z) = tanx.
Correction
On utilise :
3 5
Sinz =1 — 4~ 4 (z°)
6 120 ’
et ) A
x x 4
— 1 o -
cos T 2—|—24—|—0(m)
On cherche
tanz = ax + bz + ca’® + o(z°).
Comme
tanx cosx = sinzx,
on écrit : ) A 5 5
x x x x
b 3 5 1— == ) = _ = -
(a;v+x~|—cx)< 2+24> s "0
Identification :
a=1,
1 1 1
b——=—— = b=—,
6
b N 1 1
c— =+ —=—.
2 24 120
Donc
2
c=—.
15
Finalement :
¢ B S
ant =+ — + — + o(z”).
3 15

4 Applications des développements limités

Exercice 5 — Limite

Calculer

. ef—cosr—=x
lim —
x—0 x



Correction

On écrit :
e’ = 1+x+?+o(x ),
et
cosx =1— ?—Fo(x ).
Ainsi :
x? x? 9
e’ —cosr —x = <1+ZL'+2> - (1—2> —x +o(x%)
= 2 + o(z?).
Donec :
lim —eﬂﬁ _Coix - =1.
x—0 X
Exercice 6 — Position relative

Etudier la position relative de la courbe de
f(x) =1In(1+x)

par rapport a sa tangente en 0.

Correction

La tangente en 0 est :
Yy =2x.

Or :
72
In(l+z)=x— -t o(z?).
Ainsi :
22
In(l+z)—z= 5 + o(z?).

Comme le terme dominant est négatif, on obtient :

’La courbe est située sous sa tangente au voisinage de 0.

5 Exercices plus difficiles

Exercice 7

Déterminer le développement limité & l'ordre 4 en 0 de

_ In(1 +x)'

fla) =2



Correction

On utilise : ) 5 .
T T T
In(1 =r— —+ —— — 4
n(l+z)=2x 5 + T 1 +o(z%),
et 1
=1 —x+2%— 23+ +o(zh).
1+
Produit :

f(z) = (ﬂf—erx;_T) (1—z+2*—2° +2*) + o(z?).

Aprés calcul :

11 2
flx) =2z — ng + gac?’ — 1—;364 + o(z*).

Exercice 8

Déterminer un équivalent en 0 de

VIt ax— 2

Correction

On développe :
2
r T
\/1—|—x:1+§——+0(:n2),

8
et )
e?? =1+ g + % + o(z?).
Différence : )
Vitz—e?= —‘% +o(z?)
Donc :

6 Problémes de synthése

Exercice 9

Déterminer les réels a et b tels que

T 1t ax? +bat 4 o(zh).
Correction
On utilise :
a3 n P 4o 5)
sing =2 — — 4+ — T
6 120
Donc : ) ) 4
sine . z® 2t 4
;z 6 130 o)
Ainsi :
1 1
=5 "=y




Exercice 10

Déterminer le développement limité & 'ordre 3 en 0 de

f(z) = arctan z.

Correction

On sait que

1
arctanz) = .
(arctan ) T2
Or )
2 3
T2 =1—2a"+o(z”).
On intégre terme a terme :
23
arctanz = x — 3 + o(z3).
Donc :
3
arctanx = x — 3 T o(23).

Conseils méthodologiques

— Toujours identifier I’ordre nécessaire avant de commencer les calculs.

— Lors d’un produit, ne conserver que les termes utiles.

— Pour une composition, commencer par développer I’expression intérieure.
— Utiliser systématiquement les notations o(z™) pour controler la précision.

— Vérifier les résultats avec la parité éventuelle des fonctions.



