Exercices corrigés — Suites et séries
Niveau Mathématiques Supérieures
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1 Suites

1.1 Etude de convergence
Exercice 1

On considére la suite définie par

1 2
un+1:§ Up + — |, ug > 0.

Un

1. Montrer que la suite est bien définie et strictement positive.
2. Montrer que si ug > v/2, alors (u,) est décroissante et minorée.

3. Déterminer la limite de (up,).

Correction. Soit . )

Pour tout x > 0, on a f(x) > 0, donc la suite reste strictement positive.
Montrons ensuite que

2 _ _ 2
Uy — V2 = u2 + 2 — 2y/2u, _ (u, — V/2) >0.
2, 2,

Ainsi, si ug > \/5, alors par récurrence,
Uy > V2.

Calculons maintenant
2 —u?

2Un,

Un+1 — Un =



St Uy > V2, alors u% > 2, donc
Upt1 — Up < 0.

La suite est donc décroissante et minorée par /2 ; elle converge.
Notons £ sa limite. Par passage a la limite dans la relation de récurrence,

1 2
t=-(t+2).
:(+7)

On obtient 5
(=t+7 = =2
Comme £ > 0, on conclut
(=V2|

Exercice 2

Etudier la convergence de la suite

n

1
w=Y

k=1
Correction. On remarque la décomposition :

1 1 1

kk+1) k k+1

Ainsi,

La somme est télescopique :

Par conséquent,

Exercice 3

Soit

1. Montrer que la suite est croissante.
2. Montrer qu’elle est majorée.

3. Déterminer sa limite.

Correction. La suite définissant [’exponentielle classique est connue.

On peut montrer que
1 n 1 n+1
@+><<L+ > |
n n—+1
La suite est donc croissante.

Par ailleurs, en utilisant l’inégalité

1+x<eée”,



on obtient

La suite est donc majorée.
Elle converge vers le nombre

2 Séries numériques

2.1 Critéres de convergence
Exercice 4

Etudier la nature de la série

Correction. On écrit

La série est télescopique.
La somme partielle vaut

1
Sn=1— ———
N N+1
Ainsi,
lim SN =1
N—oo
Donc la série converge et
=1
Z 2 =1
n +n
n=1

Exercice 5

Etudier la nature de la série

selon les valeurs du réel o.

Correction. [l s’agit de la série de Riemann.
— St a > 1, la série converge.
— Sia <1, la série diverge.
En particulier :

F
P

diverge (série harmonique), tandis que

converge.




Exercice 6

Etudier la convergence de

o0 _1)n
Zl(n)-

Correction. Il s’agit d’une série alternée.
Posons

La suite (ay,) est décroissante, positive et tend vers 0.
D’aprés le critére spécial des séries alternées, la série converge.

Cependant,
-1" 1
2 ‘ : n) =2 n

diverge.
La convergence est donc semi-convergente.
De plus,

X 1yn+l
> (12 = In(2).

n=1

2.2 Comparaison et équivalents
Exercice 7

Etudier la nature de

Correction. Considérons la fonction

fz) =

zlnx’

La fonction est positive et décroissante sur [2,+o0].
On applique le critére intégral :

oo qt
—— = [In(ln?)];>.
| i = mtmog

Cette intégrale diverge.
Par conséquent,

Exercice 8

Etudier la nature de

n
2 AT

n=1



Correction. Lorsque n — 400,
n 1

wB+1 n?

Or la série de Riemann

converge.
Par le critére d’équivalence,

Z " converge
nd+4+1 ge:

n=1

3 Exercices de synthése

Exercice 9

Soit la suite définie par

ug = 1, Upt+1 = V2 + Up.

1. Montrer que la suite est majorée par 2.
2. Montrer qu’elle est croissante.

3. Déterminer sa limite.

Correction. Montrons par récurrence que u, < 2.
Initialement, ug = 1 < 2.
Supposons u, < 2. Alors

Uns1 = V2 + up < VA=2.

Ainsi, la suite est majorée par 2.
FEtudions la croissance :
Uptl > Uy = 2+ Uy zu%.

Or
u2 =y — 2 = (up — 2)(un + 1).

n

Comme u, <2 etu, +1>0,
u2—un—2§0,

n

donc
Un+1 > Up,.

La suite est croissante et magjorée : elle converge.
Notons £ sa limite.
Par passage a la limite,

{=V2+1.

Donc
P?—r—2=0.

Les solutions sont 2 et —1. Comme u, > 0,

{=2|



Exercice 10

Déterminer la nature de la série

Correction. Pour tout € > 0,

Prenons par exemple € =

Alors

1
2

Or la série de Riemann

converge.
Par comparaison,

converge.

2 In(n
£




