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Chapitre 1

Décomposition en éléments simples de

fractions rationnelles : Les bases

SI P(x) et Q(x) des polynomes a coefficients réels;
ALORS F(x) = Rl est une fraction rationnelles.
X
0 On appelle pdles de F(x), les racines de Q(x) (les valeurs qui annulent le dénominateur).

Copier la modélisation de la décomposition en éléments simples CHAPITRE 4

1.1. EXEMPLE MODELE

. Etape 1 : Expression de la fraction rationnelle [F(x)]

P =—2 "L pg = sx—5)+ 0¥ 1D
(= D(x+2) B (x+x-2)

SI NECESSAIRE on développe

« Etape 2 : Les poles de Q(x)

P(x)+Q(x) Degré Apres division
P(x) 3 2

Q) 2 2

SldegP <degQ Décomposition — Etape 4

SldegP=degQ Division euclidienne — Etape 6

. I:Itape 3:Les poles de Q(x)

Expression Pole Degré nP de fraction
(x-1) 1 simple A
(x+2) -2 simple B

0 - - -
0 - - -

Degré du péle : simple, double ou triple




« Etape 4 : Décomposition de la fraction rationnelle en éléments simples WP-CMS

_P(x) _ —15x-11 A N B
Q) (x-D(x+2) (x-1 (x+2)

F(x)

Attention apres une division Euclidienne,

on retire E(x) et on conserve

X
1 et on factorise Q(x) pour retrouver les poles.

o Pour trouver A, on multiplie tout par | (x-1) afin d’ isoler A

—-15x-11 4
On prend le pole de I'expression 1 ' 1 et on calcul A= —)] => A=-
(x + 2) 1 3
o Pour trouver B, on multiplie tout par ' (x+2) afin d’ isoler B
—-15x-11 41
On prend le pdle de I'expression 2 -2 et on calcul B = W] = B= ey
- -2

Attention Dans certain on remplace I'utilisation du p6le par| x — oo . On crée ainsi une relation entre constante.

. Etape 5 : Conclusion on remplace A,B,C [...] par leur valeur
5x3—1 4+3 41=+3
Fx)=— =(5x-5) + +
(x-1D(x+2) (x-1) ((x+2)

Attention apres une division Euclidienne,

on rajoute E(x) et les fractions élémentaires.
« Etape 6 : Division euclidienne

SI NECESSAIRE on développe
o Numérateur :

oDénominateur: (x—1)(x+2)=x2+2x—x—-2=x%2—-x—-2

PX [5x3+0x*+0x-1] | ¥*+x-2 QX

5x3+5x2—-10x+0 | 5x-5+0 E®

—5x2-10x—1
—5x2-5x+10
R(x) —15x—-11

(=15x-11)

P(x) = Q(x) * E(x) + R(x) avec degR < degQ = F(x)=(5x-5)+ Z1x_2)

Note importante : A ce stade on retourne a l’étape 2.
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Chapitre 2

Décomposition en élément simples de
fractions rationnelles : Cas des poles

simples

2.1. EXEMPLE 1

« Ftape 1 : Expression de la fraction rationnelle [F(x)]
5x—1

Fx)=———
x-D(x+2)

SI NECESSAIRE on développe

. Etape 2:Les poles de Q(x)

P(x)+Q(x) Degré Apres division
P(x) 1 RAS

Qx) 2 RAS

SldegP <degQ Décomposition — Ftape 4

SldegP =degQ Division euclidienne — Etape 6

« Ftape 3 : Les poles de Q(x)

Expression Pole Degré nP¢de fraction
(x=-1) 1 simple A
(x+2) -2 simple B

0 - - -
0 - - -

Degré du pdle : simple, double ou triple

« Etape 4 : Décomposition de la fraction rationnelle en éléments simples

P(x) 5x—-1 A B
F(x) = = = +
Qx) (x-Dx+2) (x-1) ((x+2)




Attention apres une division Euclidienne, WP-CMS

. R(x) . .
on retire E(x) et on conserve m et on factorise Q(x) pour retrouver les poles.
X

o Pour trouver A, on multiplie tout par | (x-1) afin d’ isoler A

5x-1 4
On prend le pole de I'expression 1 1 et on calcul A= )] = A=—
x+2)" |, 3
o Pour trouver B, on multiplie tout par ' (x+2) afin d’ isoler B
N ) . 5x-1 11
On prend le pole de I'expression 2 -2 et on calcul B = =D ] = B= =
X = -2

Attention Dans certain on remplace I'utilisation du pole par X — oo . On crée ainsi une relation entre constante.

« Etape 5 : Conclusion on remplace A,B,C [...] par leur valeur

5x—1 4+3 113
=+ +
(x—-1D(x+2) (x-1) ((x+2)

F(x) =

Attention apres une division Euclidienne,

on rajoute E(x) et les fractions élémentaires.
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2.2. EXEMPLE 2

WP-CMS

. Etape 1 : Expression de la fraction rationnelle [F(x)]

Digh— 1l Dt — 1l (+6x—5)
= >Fx)=2+ ————
(x2-3x+2) (x-1D(x-2) (x2-3x+2)

F(x) =

SI NECESSAIRE on développe
o Numérateur :
o Dénominateur: (x2—3x+2) =x2+2x—-x—-2=x%-x-2

-b+VA 3-1 3+1
_—

A:b2—4ac:9—8:1etx1,2: xlszletxngZZ

« Ftape 2 : Les poles de Q(x)

P(x)+Q(x) Degré Apres division
P(x) 2 1

Q(x) 2 2

SldegP < degQ Décomposition — Etape 4

SldegP =degQ Division euclidienne — Etape 6

. Etape 3:Les poles de Q(x)

Expression Pole Degré nP de fraction
(x-1) 1 simple A
(x-=2) 2 simple B

0 - - -
0 - - -

Degré du pole : simple, double ou triple

« Etape 4 : Décomposition de la fraction rationnelle en éléments simples

_P(x) _ +6x—-5 A B

F(x)= = = +
Qx) (x-Dx-2) x-1) (x-2)

Attention apres une division Euclidienne,

. R(x) . o
on retire E(x) et on conserve —— et on factorise Q(x) pour retrouver les poles.

o Pour trouver A, on multiplie tout par (x-1) afin d’ isoler A

6x-5
On prend le pole de I'expression 1 ' 1 eton calcul A= )] = A=-1
(x + 2) 1
o Pour trouver B, on multiplie tout par | (x-2) afin d’ isoler B
N ) . 6x-5
On prend le péle de 'expression 2 2 et on calcul B = D ] = B=+7
—Dl2

Attention Dans certain on remplace I'utilisation du pole par x — co . On crée ainsi une relation entre constante.

« Etape 5 : Conclusion on remplace A,B,C [...] par leur valeur
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22 -1 1 7 WP-CMS
F(x) = C=2- +
(x-1)(x-2) (x-1) (x-2)

Attention apres une division Euclidienne,
on rajoute E(x) et les fractions élémentaires.
« Etape 6 : Division euclidienne

SI NECESSAIRE on développe
o Numérateur :

o Dénominateur: (x—1)(x+2) = x2+2x—x—-2=x2—x—2

PX [+2x*+0x-1] | x¥*-3x+2 Q®
+2x2—6x+4 2 E®
Rx) +6x-5
(+6x—5)

P(x) = Q(x) * E(x) + R(x) avec degR < degQ = F(x)=2+ 2 3x12)

Note importante : A ce stade on retourne a l’étape 2.

2.3. EXERCICE 3 A FAIRE

1
x(x+1)(x-3)
o Degré du numérateur P = degP =0

e F(x)=

o Degré du dénominateur Q = degQ =3
SIdegP < degQ ALORS On n’a pas besoin de faire division Euclidienne.
olIciona3podles:0,-1et3. Chaque podle simple va généré une fraction.
1 A B C
TXx+DE-3) x x+1 x-3

F(x)
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Chapitre 3

Décomposition en élément simples de

fraction rationnelles : Cas des poles
doubles

3.1. EXEMPLE 1

« Ftape 1 : Expression de la fraction rationnelle [F(x)]

« Ftape 2 : Les poles de Q(x)

P(x)+Q(x) Degré Apres division
P(x) 0 RAS

Q) 3 RAS

SldegP < degQ Décomposition — Ftape 4

SldegP =degQ Division euclidienne — Etape 6

« Etape 3 : Les poles de Q(x)

Expression Pole Degré n¢ de fraction
X 0 double A
x? 0 double B
(x+1) -1 simple C
0 - - -

Degré du pole : simple, double ou triple

« Etape 4 : Décomposition de la fraction rationnelle en éléments simples

_Px) 1 _é+£+ C
Q) ()x+1) x x2 (x+1)

F(x)

o Pour trouver C, on multiplie tout par  (x+1) afin d’ isoler C



1
(x?)

WP-CMS

On prend le pole de I'expression 3 -1 et on calcul C = [ ] => C=1
-1

o Pour trouver B, on multiplie tout par (x?) afin d’ isoler B

= B=1
0

On prend le pole de I'expression 2 0 et on calcul B =

(x+1)

o Pour trouver A, on multiplie tout par x afin d’ isoler A

On prend le pdle de I'expression 1 0 et on calcul MAIS les x ne disparaisse pas? On prend I'option  x — oo

1 B Cxx
Fx)=—=A+—+
x(x+1) x x+1
B Cxx
SI x— o0 ALORS —0—— —C=>0=A+0+C> A=-1
x(x+1) X x+1

Attention Dans certain on remplace |'utilisation du pole par x — oo . On crée ainsi une relation entre constante.

. Etape 5 : Conclusion on remplace A,B,C [...] par leur valeur

P(x) 1 1 1 1
F(x) = = =4+ —
Qx) (x3)(x+1) x x2 (x+1)

3.2. EXEMPLE 2 DANS DE RARES APPLICATIONS

. Etape 1 : Expression de la fraction rationnelle [F(x)]

x%-1

o) = a3 12

« Ftape 2 : Les poles de Q(x)

P(x)+Q(x) Degré Apres division
P(x) 2 RAS

Qx) 6 RAS

SldegP <degQ Décomposition — Etape 4

SldegP =degQ Division euclidienne — Etape 6

. Etape 3:Les poles de Q(x)

Expression Pole Degré n de fraction
(x—-2) 2 triple AB,C
(x+3) -3 simple D
(x+1) -1 double E,F

Degré du pdle : simple, double ou triple

« Etape 4 : Décomposition de la fraction rationnelle en éléments simples

x*-1

A

B C

D E

F

F(x) =

= e I P S 4+
(x—2B3x+3)(x+12 (x-2) (x-2)2 (x—-2)3 “(x+3) “(x+1) (x+1)?
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3.3. EXEMPLE3 WP-CMS

. Etape 1 : Expression de la fraction rationnelle [F(x)]

« Etape 2 : Les poles de Q(x)

P(x)+Q(x) Degré Apres division
P(x) 1 RAS

Q(x) 3 RAS

SldegP <degQ Décomposition — Etape 4

SldegP =degQ Division euclidienne — Etape 6

. Etape 3:Les poles de Q(x)

Expression Pole Degré nP¢ de fraction
(x) 0 simple A
(x-2) 2 double B
(x—2)? 2 double C

« Etape 4 : Décomposition de la fraction rationnelle en éléments simples

_ P x-1 A B C

FO=50 “x0c-2 x -2 T xo22

Attention apres une division Euclidienne,

. X) . .
on retire E(x) et on conserve ) et on factorise Q(x) pour retrouver les poles.

o Pour trouver A, on multiplie tout par (x) afin d’ isoler A

On prend le pble de I'expression 1 0 et on calcul A=

x—1 ] - 1
(x=2)2],

o Pour trouver C, on multiplie tout par ' (x-2) afin d’ isoler C

Note : Dans un pole double on garde pour la fin la fraction de degré le plus bas.
x;l = C = 1

On prend le pole de 'expression 2 2 et on calcul B = >
X 12

o Pour trouver B, on multiplie tout par (x—2) afin d’ isoler A

On prend le pdle de 'expression 1 2 et on calcul MAIS les x ne disparaisse pas? On prend I'option  x — oo
x-1 A(x-2)

F(x) = = +B+
x(x+2) X x—2
x—1 Alx—-2) C 1
SI x— oo ALORS — — 0 —~C=>0=A+B+0=> B=-
x(x+2) X x—2 4

Attention Dans certain on remplace l'utilisation du pole par x — oo . On crée ainsi une relation entre constante.

« Etape 5 : Conclusion on remplace A,B,C [...] par leur valeur
P(x) x—1 1+4 1+4 1+2

F(x) = = = — 4L b
Q)  x(x-2)? X (x-2) (x-2)2
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Chapitre 4

Modélisation

« Etape 1 : Expression de la fraction rationnelle [F(x)]

P =—2 "L pg = x5+ XD
S (=Dx+2) - (2 +x-2)

SI NECESSAIRE on développe

« Etape 2 : Les poles de Q(x)

P(x)+Q(x) Degré Apres division
P(x) 3 2

Q(x) 2 2

SldegP <degQ Décomposition — Etape 4

SldegP=degQ Division euclidienne — Etape 6

. Etape 3:Les poles de Q(x)

Expression Pole Degré n¢ de fraction
(x-1) 1 simple A
(x+2) -2 simple B

0 - - -
0 - - -

Degré du pole : simple, double ou triple

« Etape 4 : Décomposition de la fraction rationnelle en éléments simples

_P(x) _ —15x-11 _ A N B
Q) (x-D(x+2) (x-1) (x+2)

F(x)

Attention apres une division Euclidienne,

. X) . .
on retire E(x) et on conserve ) et on factorise Q(x) pour retrouver les poles.

o Pour trouver A, on multiplie tout par | (x-1) afin d’ isoler A

4
> A=-

On prend le pdle de I'expression 1 1 eton calcul A= 3

—-15x-11 ]
(x+2) 1

12



o Pour trouver B, on multiplie tout par (x+2) afin d’ isoler B WP-CMS

On prend le pdle de I'expression 2 -2 et on calcul B =

—15x—11] 41
_ = B=——
(x-1) 2 3

Attention Dans certain on remplace I'utilisation du pole par| x — oo . On crée ainsi une relation entre constante.

. Etape 5 : Conclusion on remplace A,B,C [...] par leur valeur
5x3 -1 4+3 41+3
Fx)=———=06x-5)+——+
(x—-1(x+2) (x-1) (x+2)

Attention apres une division Euclidienne,

on rajoute E(x) et les fractions élémentaires.
« Etape 6 : Division euclidienne

SI NECESSAIRE on développe
o Numérateur :

o Dénominateur: (x—1)(x+2)=x2+2x—x—-2=x*—x-2

P [5x°+0x*>+0x—1] | ¥*+x-2 Q®

5x3+5x>-10x+0 | 5x-5+0 EX

-5x2-10x-1
—5x2-5x+10
R(x) —15x—11

(=15x—-11)

P(x) = Q(x) * E(x) + R(x) avec degR < degQ = F(x)=(5x-5)+ 21 r_2)

Note importante : A ce stade on retourne al'étape 2.
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