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Chapitre 1

Comprendre formule Taylor-Young

11 s’agit d’approcher localement une fonction par un polynéme.
En effet ce dernier est beaucoup plus facile a manipuler que des fonctions compliquées.
On sait que f(x) = f(0) + xf'(0) si x est proche de 0. Avec f(0) + xf'(0), la tangente de f(x) en 0.

e f(x) = e* Pour x =0 = e* =1+ xsi x est proche de 0 = (% ~1,03)
ef(x)=e“Pour x=1= e*=1+1sixestprochedel = > =2

Cela ne fonctionne pas pour 1 car e = 2,7? Il faut donc étre proche de 0.

SI f est C" [Dérivable n fois] sur un intervalle ouvert I et 0 € I ALORS

o f(0)+xf'(0),latangente en 0

2
X
0 o o7 £2(0) , le terme non nul suivant donne la position relative de la courbe
o x"Y (x), le reste
Cette égalité est valable VX € I MAIS elle applicable que SI X est proche de 0.

On parle ainsi de développement limités [DL] a 'ordre 7 en 0

La formule de Taylor-Young est une généralisation de ce résultat et permet d’avoir une plus grande précision



Chapitre 2

Catalogues [DL] usuels en 0

Rappel : formule de Taylor-Young.

2.1. CATALOGUE1: f(x)=¢e"

Rappel : (e¥) =e*ete’ =1

On applique la formule de Taylor-Young.
2

n

X

ef=1l+x+—+—+..+—+x"Y(x)aveclim) (n) =0
2t 3! n! x—0

e y=x+1,I'équation de la tangente en 0

X . .
. o le terme suivant. Ici le terme est > 0 = La courbe est au dessus de la tangente.

2 x3 %"
eX=1+x+—+—+..+—+x"Y(x)aveclim} (n) =0
2! 3! n! x—0

2.2. CATALOGUE 2: f(x)=cos(x) DLENOAL’ORDRE 5

Puissance paires et signes alternés

Rappel :
x? x3 x* x°
fx) = f(0)+xf'(0)+ Efz(O) + §f3(0) + If4(0) + Eff’(O) +x° Y (x) avec liII(l)Z(I’L) =0
. . . . X—

f(0) fro) | f2o | fRoé) | fro | foo)

cos(0) | —sin(0)| —cos(0)| sin(0) cos(0) | —sin(0)

1 0 -1 0 1 0

2 .4
f(x):l—%+%+x52(x)



2.3. CATALOGUE 3: f(x) = sinx DLENOA L’ORDRE 5 WP-CMS

Puissance paires et signes alternés

Rappel :
x? x3 x* x°
fx)=f0)+xf'(0)+ §f2(0) + §f3(0) + Zf‘*(O) + §f5(0) +x° ¥ (x) avec lim (n) =0
. . . . X—

f(0) fro) | f2o | 2o | fAo | foo)

sin(0) cos(0) | —sin(0)| —cos(0)| sin(0) cos(0)

0 1 0 -1 0 1
B x°
fx)=x—-=+=+x°Y(x) avec im ¥ (n) =0
3! 5! x—0
A’FffﬂxiMAtian de sinx
por des Pol,rﬁmu
’,.‘ YA».
CI’I"QU!' P1 (X)
* y = x,I’équation de la tangente en 0 3 : <\

b
el le terme suivant. P9(x)

SI x > 0 le terme est < La courbe [Crl esten | \ )
sinx
dessous de la tangente. 7N\ '

SI x < 0 le terme est > La courbe [Crl estau

P7(x)

dessus de la tangente.

Pﬂx\:x 3
Pa(u)ﬂb%
3
Pili)z 3 2
2.4. CATALOGUE4: f(x)=chx(x) DLENOAL'ORDRE 5
Rappel :
x2 x3 x4 x5
fx)=f0)+xf(0)+ Efz(O) + §f3(0) + If‘*(m + §f5(0) + x> Y (x) avec lirr(l)Z(n) =0
. . . . X—
X —X
ochx= cre Avec ch0 =1 et chx' = shx

1) flo | 2o | 2o | o | f50

ch(0) sh(0) ch(0) sh(0) ch(0) sh(0)

1 0 1 0 1 0

2 4

f@=1+ S+ T+ P L)
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2.5. CATALOGUE5: f(x) = shx(x) DLENOA L’ORDRE 5 WP-CMS
Rappel :
x? x3 xt x°
f0) = f0)+xf'(0)+ Efz(o) + §f3(0) + Zf4(0) + Eff"(O) +x° Y (x) avec lim (n) =0
4 H : : X—
e*—e*
oshx= Avec sh0 =0 et shx' = chx
fO | flo | o | o | Ao | o
sh(0) ch(0) sh(0) ch(0) sh(0) ch(0)
0 1 0 1 0 1
® X .
f(x)=x+§+ﬁ+x > (x)
2.6. CATALOGUEG6: f(x)=(1+x)“
x? x3 x"
Rappel : f(x) = f(0) + xf'(0) + Efz )+ §f3 0)+...+ gf"(O) +x" ¥ (x) avec lim () = 0.
. . . X—

-f)=1+x0%= f(0)=1avec [ =nu'u"  u(x)=1+x= ux)=1]

-l =ad+x0)% = flO)=a

P =al@a-D1+0? = f20)=ala-1)

- =ala-D(@-2)1+x 3= f20) =al@-1)(a—-2)

- Par récurrence f*(0) = a(a— 1 (a—-2)..(a—-n+1)

) = 1 it ala—1) 24 ala—1)(a-2) e ala—1)..(a—n+1) XY ()

2! 3! n!
2.7. CATALOGUE7: f(x)=+v1+x DLENOALORDRE2
! 1

f(xX)=v1+x= (1+x)2 Onpose a = >
f)=1+ax+ a(az—'_l)xz+x"2(x)

flx) = 1+%x—%x2+x22(x)
2.8. CATALOGUE8: f(x)=1+(1+x) DLENOAL’ORDRE 2
f()—L=>(1+ )1 o =-1

X) = T+x X n pose a =
fx)=1-x+ 5x2+x22(x)

f)=1-x+x>+x*¥(x)
Développements limités Page 7/18 2 mars 2026



Chapitre 3
Opérations sur les DL

3.1. [DL] EN O SOMME OU PRODUIT DE FONCTIONS

3.1.1 Somme de fonction : f(x)=e*+2cosx DL en 0 a I'ordre 3

2 3 n
o o¥ = . X
eX=1+x+ o + 3l +..+ o +x"Y (x)
L
x— —_— —_—
oe*=1+x+ 2!+3!+x Y (x)
2 4 2n
X X
ecos(X)=1-—+"—+..+(=D" + X2 Y (x
%) 2! 4! 1) 2n)! L)

2
ocos(x)=1- o +x3Y (%)

x?* i x2 5
f(x)=ex+2wsx=1+x+?+g+2 1—? +x3Y (%)

¢ y=3+x,1'équation de la tangente en 0
2 i3 P

X X
f(x)=e*+2cosx=3+x- >t " +x° ¥ (x) Tk le terme suivant est < La courbe [Cf] est en des-

sous de la tangente.

3.1.2 Somme de fonction : f(x)=e*+sinx DL en 0 a I'ordre 2

2 3 n
e X X
e*=1+x+ o + 3l +..+ o +x" Y (x)

2
oex=1+x+§+x22(x)

B x°

5 .

ef(X)=x-—+—+xY(x)aveclim}) (n) =0

3! 5! x—0

o sin(x) =x+x2Y.(x)

2
X
f(X):ex+8inx:1+x+§+x+x22(x)

) e y=1+2x,'équation de la tangente en 0

. X X
f)=e " +sinx=1+2x+ o1 +x* Y (x) . +§, le terme suivant est > La courbe [Cy] est au des-

sus de la tangente.



3.1.3 Produit de fonction : f(x)=e*cosx DL en 0 a I'ordre 3

2 x3 n

e ¥ = o4 x_ n
et =1+x+ o + 3l +..+ p +x"Y (%)
2 B
X — — —
oet=14+x+ 2!+3!+x 3 (x)
2 4 2n
X X X
ecos(X)=1-—+"—+..+(-1)"—+x>"Y(x
) 21 4l D 2 ™
2
°COS(x)=1—§+x32(x)
2 3 $2 ,
— pX — ) > _r
fx)=e cosx—(l+x+ 2!+3! (1 2!)+x Y (%)
% s
X)=e'cosx=1-—+x——+—+—+x°Y(x
fx) 5 >t 5t % pAEY!

e y =1+ x,1'équation de la tangente en 0

3
f(x):excosx=1+x—%+x32(x)

x .
L —g, le terme suivant est

WP-CMS

SI x> 0le terme est < La courbe [Crlesten dessous de la tangente.

SI x <0 le terme est > La courbe [C ] estau dessus de la tangente.

Note importante : On tronque tous ce qui est supérieure a |’ordre 3.

3.1.4 Produit de fonction : f(x)=e*v/1+x DL en 0 a I'ordre 2

2 3 n
X X X

e =1+x+—+—+..+—+x"X (v
20 3l n!

xZ
oex=1+x+§+x22(x)

R S S S
f(x)—1+%x Efx +x°).(x)
of(x):1+§x—§x2+x22(x)

2
X 1 1

flx)=e* 1+x=(1+x+— 1+-x—=x?
2! 2 8

f=e"Vi+tx= 1+Ex—§x2+x+zx2+§x2+x22(x)

f(x):ex\/1+x:1+gx+g+x22(x)

+x% Y (x)
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3.2.

[DL] EN 0 QUOTIENT DE FONCTIONS

WP-CMS

Méthode : division par puissance croissante (le dénominateur doit commencer par une constante)

3.2.1 Quotient de fonction : f(x)=tanx=sinx+cosx DL en 0 a I'ordre 3

B X0
esin(x)=x—=—+=+x*Y(x) avec lim ¥(n) =0

3! 5! X x—0

X

OAl’ordre3:>sin(x):x—g+x32(x)

2 4 2n

X% x X
. P Y A | e X
cos(x) T (2 Vam T EW

oAlordre 3 = cos(x)=1- % +x3Y )

X 1
=x+-x3+x3Y (%)
X 3

1
0+x——-x
6

1
0+x ——-x
2

L 3
0+0+—-x
3

1
0+0+—x3

Remarque importante : On n’ écrit pas les puissances supérieures a I’ordre demandé.

3.2.2 Quotient de fonction : f(x)=1+x+cosx+1 DL en 0 a I'ordre 2

¢ f(x) =1+ x C’est déjas un polynéme donc la DL.

of(x)=1+x
4 2n

. =1—- — 4+ — _ l’lx_ 2n
cos(x)=1 o +4! +...+(-1) (2n)!+x 3 (x)

2
x
oAlordre 2 = cos(x)=1— 5 BY(x)

1+x 1 11
2 2n
= =—+-—X-X"+
fx) cosx+1 2 2x8x AP NCY

Remarque importante : On n’ écrit pas les puissances supérieures a I’'ordre demandé.
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3.2.3 Quotient de fonction : f(x)=In(l+x)+sinx DL en 0 a I'ordre YP-CMS

1 !/
Rappels : (In(1+x)) = oy (Inw)' = %

of(x):%:(l+x)‘1 > f)=1-x+x*-x+x*Y(x)

of(x)=1-x+x>+x*¥(x)
2 3 i

ofx)=Inx+1)=x—- 53" xZ + x* ¥ (x) Par intégration
2

Of(X):ln(x+1):x_x?+x22(x)

B X0

e f(X)=x—==+=+x"Y(x)aveclim ¥ (n) =0
3! 5! x—0

o f(x)=x+x*¥(x)

. sinx x+x2Y (x)
Ici le dénominateur ne démarre pas par une constante.

) 1—§+x22(x)

T 1+x2Y (%)
Mais on arrive pas a l'ordre 2. Il faut reprendre nos polynémes
2 2
_rXL X3 X X0
f(x)—ln(1+x)—l 2+3+x Z(x)_l 2+2+x >(x)
sinx x3 x?
X—-—+x3¥(x) 1-—+x2Y(x)
3 6
l-=x+-x
- 2 3
1
In(1+x) 1 1 1 _Z
XN)=————=1-x+-x2+x*¥(x ﬁx
f@ sinx 2 2 L)
X . )
¢ y=1+ —,'équation de la tan-
2 ——X+-Xx
gente en 0 - 2 2
x? 1
<t le terme suivant est > 0 —5*

La courbe [C r] est au dessus de

la tangente. —X

1
1-=x?
6
1 1

Remarque importante : On n’ écrit pas les puissances supérieures a I’'ordre demandé.
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Chapitre 4

[DL] en 0 d’'une fonction composée

SI X — 0 lorsque x — 0 ALORS on peut poser X = polynéme en x (+reste éventuel).

Rappels:
2 x3 x"
ee*=1l+x+—+—+..+—+x"Y(x)aveclim) (n) =0
2! 3l n! x—0

-f(x):1+%x—%x2+x22(x)

4.1. DL DELAFONCTION: f(x)=e * ENOAL'ORDRE 2

2 3 n

X X

e On écritle DLusuel: e* =1+ x+ o7 + §+...+ — +x™Y (x) avec lin})Z(n) =0
! ! n! x—

oOn pose X =—x eton vérifie la condition SI x — 0 ALORS X — 0
2

X
o Dans le DL usuel, on fait le changement de variable : X =1+ X + o +X2¥(X)

(—x)?
2!

oOnremplace X par —x:e ¥=1-x+ +x2Y (%)

D
f(x):e‘le—x+x?+x22(x)

4.2. DL DELAFONCTION: f(x)=V1+x? ENOAL'ORDRE 4

1 1
e On écritle DLusuel : V1I+x=1+ i §x2+x22(x)

oOnpose X =x? eton vérifie la condition SI x — 0 ALORS X — 0
2

X X
o Dans le DL usuel, on fait le changement de variable: vV1+ X =1+ Ry +x4Y(X)

1 1
o Onremplace X par x*: V1+x2=1+ Exz - §x4+x4Z(X)

f(x)=\/1+x2=1+%x2—%+x42(x)

12



2 . WP-CMS
4.3. DL DELAFONCTION: f(x)=e* *'! ENOAL’ORDRE 2

x2 8 x"

eOnécritleDLusuel:e*=1+x+—+—+..+ — +x" Y (x) aveclim Y (n) =0
2! 3! n! x—0

oOnpose X=x*—x+1 eton vérifie la condition SI x — 0 ALORS X — 1

. 2_ 2_
* On recherche une alternative : f(x) = e* *+l o fx)=e* " x el

o Onpose X =x°—x et on vérifie la condition SI x — 0 ALORS X — 0
2

X
o Dans le DL usuel, on fait le changement de variable : eXxel=1+X+ - +x2Y (%)

2 2 —x+1 2 (x* - x)? 2 2 x 2
o Onremplace X par (x“—x) : e =e|l+(x"—x)+ +x°Yy(x)|=e[1+(x —x)+7+x Y (x)
CAR dans I'identité remarquable (x2 = x)%2 = x* = 2x3x + x%, on élimine x* et x3.

3
fx)=e¥*l=e—ex+ Eex2 +x2Y (%)

4.4. DL DELAFONCTION: f(x)=[n(cosx) ENOAL'ORDRE 4

¥ xt
« On écritle DL usuel : f(x) = (1 -S>t +x4Z(x))

> .4
x> x
e On écritle DL usuel : In(1+ X) = (1— > +ﬂ +x4Z(x))
2 .4

x° X
oOnpose X = = + o +x*Y (x) eton vérifie la condition SI x — 0 ALORS X — 0

1 1 1
o Dans le DL usuel, on fait le changement de variable : In(1+ X) = X — §X2+§X3 - L—}X4 +X4Y(X)
2 4

X
o On remplace X par: >ttt Y (%)
. - Lo, by 11, 1, 2 2
o Dans le DL usuel, on fait le changement de variable : f(x) = [—=x"+ —x*| - = [-=x"+ —x"| +x° X (x)
2 24 2\ 2 24
e 1, 1 % 1,, y .
CAR dans I'identité remarquable —Ex + ﬁx = (—Ex )*+2ab+ b” on élimine les ordres supérieure = 4.
2 4
fx) =In(cosx) = = 3 i +x*¥.(x) On ne conserve que I'ordre 4.
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Chapitre 5

[DL] généralisé en I'infini - Comportement

asymptotique

Objectif : Comprendre comment une courbe se comporte quand x — oo

5.1. EXEMPLES A

5.1.1 Exemple 1 : e'***

2
X
eOn écrite le DLusuel e* =1+ x + o +x"Y (x)

1
oOnpose X = ” et on vérifie la condition SI x — co ALORS X — 0
X2
o Dans le DL usuel, on fait le changement de variable : X =1+ X + ST X2¥(X)

1
o On remplace X par —
X

1

- 1 1 1

o Dans le DL usuel, on fait le changement de variable: eX =1+ —+ —+ —3 (=)

x 2xs X X
! 1 1 1
eX=1l+—+—+—=Y(=—
x 2x%  x? Z(x)

o Lasymptoteest y =1
o La position relative — >0 C¢ est au dessus de I'asymptote.
X
1

o lim eX =1 = asymptote horizontale égale a 1
X—00

14



5.1.2 Exemple 2 : In(1-(1+x?)) WE-CMS

1
«On écrit le DL usuel In(1 + x) = x — Exz +x2Y (%)

1
oOnpose X =—— eton vérifie la condition SI x— 0o ALORS X — 0
X

1
o Dans le DL usuel, on fait le changement de variable : = In(1+ X) = X - EXZ Y (X)

1
o Onremplace X par - —
X

o Dans le DL usuel, on fait le changement de variable : In(1 — lz) = (—i) - (l i) + i Z(l)

x x2 2x4) x* T x
11
2 x4
o Lasymptote est y=0

1 1 1
1y _
ln(l—;)—(—?)—( )+FZ(;)
. . 1
o La position relative =z <0 Cy est en dessous de 'asymptote.

1
o lim /n(1-—) =0 = asymptote horizontale égale a 0
X—00 X

5.1.3 Exemple 3 : cos(3+x)

1
«On écrite le DL usuel cosx=1—- Exz +x2Y (%)
3
oOnpose X = — et on vérifie la condition SI x — co ALORS X — 0
X

1
o Dans le DL usuel, on fait le changement de variable : CosX = 1— EXZ +X2Y(X)

3
o On remplace X par —
X
1 1
—2(=)

3
o Dans le DL usuel, on fait le changement de variable : Cos(=)=1—-— +
X 2x%2  x x

3 1 1
Cos(=)=1-—+—=3X(=
(x) 2T 2 Z(x)
o Lasymptoteest y =1
o La position relative ~52 <0 Cy est en dessous de I'asymptote.
x

3
o )}im Cos(—) = 0 = asymptote horizontale égale a 0
—00 X
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5.2. EXEMPLES B WP-CMS

5.2.1 Exemple 1: f(x)=x*In(x—1<+x)

2 3

X
e On écrite le DL usuel In(1 +x) =x— > + Y +x3Y (%)

x-1 1
o On met en évidence un changement de variable x?In(——) = x?In(1 - —) [1]
X X
1
oOnpose X = 3 et on vérifie la condition SI x — co ALORS X — 0

1 1
o Dans le DL usuel, on fait le changement de variable : [n(1 + X) = x — EXZ + §X3 +X3¥(X)

1
o On remplace X par —— [1]
X

1 11 1-1 1 1
o Dans le DL usuel, on fait le changement de variable : x? { (——) (— - —) (+ = —) +—= Z(—)}
x)\ 2x2 3x3) x¥Tx
5 x=1 1 1 1_1
X)=xIn(—)=—x—=-——+-=-2(-
fx) ( P ) > 3% xZ(x)
1
o Lasymptote est y = —x — >
1
o La position relative — I <0 Cy est en dessous de I'asymptote.
o lim
X—00
5.2.2 Exemple 2 : f(x)=e " *Vx2+1
¢ On écrite les DL usuels :
1
-eX= 1+X+EX2+X22(X)
1
-V1i+X= 1+EX+XZ(X)
o Préparer le choix de X; en mettant en facteur le terme le plus haut x :
1 1
VX2 + =\/x2(1+—2):x\/1+—2
X X
1
oOnpose X =-—— eton vérifie la condition SI x — oo ALORS X — 0
X
. . - 1 11 1 1
o Dans le DL[1] usuel, on fait le changement de variable: e x* =[1]|—— - — —Y (=)
X 2x2] x2Tx
) , 1 11 1 1
» Dans le DL[2] usuel, on fait le changement de variable: /1 + == [1] +§ —S|+t=+ > ()
x x
1 11 1 1 1 1 1
Onconcateneles2DL: f(x) =e 1" Va2 +1=x|l-—+ =S+ =Y ()| |[1+ =S+ 5 X (-
° fx) P xZZ(x) 522 xZZ(x)

= (1 + 11 + 1 + !
x —_—— — — —_—
2x2  x  2x%2  x?

1
6|
X
1 1 1 1
oOnordonne:x(l——+—2+—22(—))
x x? x X
- 1 1_1
e VXl +l=x-1+—-+=%(=)
x x x
o Lasymptote est y = x—1

o La position relative — > 0 Cy est au dessus de I'asymptote.
X

o lim
X—00
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5.2.3 Exemple 3 : f(x)=e>* 1%*
e On écrit les DL usuels :
1
-[DLl] eX=1+X+ 5X2 +X2¥(X)
- [DL2] RAS

2x-1 2 1
« Préparer le choix de X :

N
x? x x2

2 1 1
oOnpose X =——— Onvérifie S x — 0o ALORS —— — 0
x x x

2 1) 1(2 1)y 1_.1
o Dans le DL[1] usuel, on fait le changement de variable : f(x) =1+ (— - —) + = (— - —) +—=Y(-)
x x2) 2\x x? x2 " x

2 1 14 1

oOndéveloppe: f(x)=1+——— + + —ZZ(—) Pour (a— b)? on s'arréte a 'ordre 2.
X X

1 * %; 1
oOnordonne f(x) =1+ -x+-x°+ — Y (-
=14 5x+ 25+ 5 X

2x—1 . . .
2 2
e X =14+—-x+-x°“+ 2
27 2 x2 (x)

o Lasymptote est y = 1
o La position relative — > 0 Cr est au dessus de 'asymptote.
X

o lim
X—00

5.2.4 Exemple 4 : f(x)=vVx*+9x—1

e On écrit les DL usuels :

1 1
-[DL1]V1+x=1+ EX— gXZ +X2¥(X)
- [DL2] RAS

[ 9 1
« Préparer le choix de X; en mettant en facteur le terme le plus haut x* : x1/1+ = — -
x x

9 1 1
oOnpose Xj = 2 On vérifie SI x — oo ALORS 3 —0

1(9 1 1(9 1V 1_1
ODansleDL[llusuel,onfaitlechangementdevariable:f(x)=x{1+ —(———) —(———) +—Z(—)}
2 lx  x? 8lx x2 x2 " x
9 1 181 1

o On développe: f(x) = x{l to——s5 -5+t 2(2) Pour(a— b)? on s’arréte a 'ordre 2.
X X X

9 85 1 1 9 8 1 1

On ord =x{l+———+ =Y ()=t —+ =Y (—

o On ordonne f(x) x{ 7 82 xZZ(x)} Xt oo xZ(x)
9 8 1 1
\/x2+9x—1=x+§—— =Y (=)
x T x

9
o Lasymptote est y = x + 3
85

o La position relative — ax <0 Cy est en dessous de I'asymptote.
X

o lim
X—00
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5.3. TRAVAUX PRATIQUES
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1

1+ex 1
o flx)= T Onpose X = —
x

—1l+ex

e f(x) =5x+3Vx2—1Mettre le x? en facteur
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