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Chapitre 1

Préliminaires

Une équation différentielle [ED] est une équation dans laquelle l’inconnue est une fonction.

Exemple 1 [ED] linéaire d’ordre 1 homogéne :

y ′ = y On note y la fonction inconnue, à déterminer y ′ sa dérivée.

y ′ = K ex ⇒ y = K ex

Exemple 2 [ED] linéaire d’ordre 2 avec second membre :

3y ′′+2y ′+ y = ex est une équation différentielle d’ordre 2.

Les équations différentielles servent à modéliser de nombreux problèmes de physique, comme par exemple

la décharge d’un condensateur au cours du temps.
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WP-CMS1.1. [ED] DE TYPE y ′−ay = 0 AVEC A UNE CONSTANTE

ò

c’est une équation :

• d’ordre 1

• à coefficient constant

• sans second membre (homogène)

L’équation y ′−ay = 0 admet pour solution K eax avec K ∈R

Car (eax )′ = aeax ⇒ y ′ = ay

1.1.1 y ′−3y = 0 avec y(0) = 1

y ′−3y = 0 ⇒ y ′ = 3y ⇒ y ′

y
= 3 ⇒ a(x) = 3

l n|y | = 3x +C On intègre
∫ u′

u
= ln|u|+ c et 3.

|y | = e3x+C On élimine l n

y =±e3x+C avec K =±eC

y ′−3y = 0 ⇔ y = K e3x

Pour trouver K , il faut en plus une condition initiale. y(0) =−1 ⇒ y(0) = K e0 = K =−1 ⇒ y =−e3x

1.1.2 3y ′−2y = 0 avec y(−1) = 1

3y ′−2y = 0 ⇒ 3y ′ = 2y ⇒ y ′

y
= 2

3
⇒ a(x) = 2

3

3y ′−2y = 0 ⇔ K e

2

3
x

y(−1) = 1 ⇒ K e
−

2

3 = 1 ⇒ k = 1

e
−

2

3

= e

2

3 K = e

2

3 Donc y = e

2

3 ∗e

2

3
x = e

2

3
+

2

3
x = e

2

3
(1+x)

y = e

2

3
(1+x)
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WP-CMS1.2. ÉQUATION DU TYPE y ′−a(x)y = 0 AVEC a(x),UNE FONCTION

ò

C’est une équation :

• d’ordre 1

• a(x), une fonction

• sans second membre (homogène)

Soit a une fonction continue sur intervalle I .

y ′−a(x)y = 0 admet la solution générale : y = K e A(x)

avec


Avec A(x) = ∫

a(x)d x une pr i mi ti ve de a

K ∈R

Astuce : A(x) cor r espond au
y ′

y

1.2.1 y ′−3x2 y = 0 avec y(0) = 2{
y ′−3x2 y = 0 y(0) = 2

y ′−3x2 y = 0 ⇒ y ′ = 3x2 y ⇒ y ′

y
= 3x2 ⇒ a(x) = 3x2

l n|y | = x3 +C On intègre
∫ u′

u
= l n|u|+ c et 3.

|y | = ex3+C On élimine l n

y =±ex3+C avec K =±eC

y ′−3x2 y = 0 ⇔ y = K ex3

Pour trouver K , il faut en plus une condition initiale. y(0) = 2 ⇒ y(0) = K e0 = K = 2 ⇒ y = 2ex3
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WP-CMS1.2.2 (x2 −1)y ′−4x y = 0 dans ]1;+∞[{
(x2 −1)y ′−4x y = 0 d ans ]1;+∞[

On calcul a(x) = y ′

y
: ⇒ y ′

y
= +4x

x2 −1
avec (x2 −1) ̸= 0 ⇒ a(x) = +4x

x2 −1
⇒ A(x) = ∫ +4x

x2 −1
d x

On intègre : A(x) = 2
∫ +2x

x2 −1
d x = 2l n(x2 −1)

On applique la formule : y = K e A(x) = K e2ln(x2−1) = K e ln(x2−1)2 = K (x2 −1)2

(x2 −1)y ′−4x y = 0 ⇒ K (x2 −1)2

1.2.3 (x2 −1)y ′ = y dans ]1;+∞[{
(x2 −1)y ′ = y d ans ]1;+∞[

On calcul a(x) = y ′

y
: ⇒ y ′

y
= 1

x2 −1
avec (x2 −1) ̸= 0

On développe A(x) :
1

x2 −1
= 1

(x −1)(x +1)
= A

x −1
+ B

x +1
⇒ A =

[
1

x +1

]
1
= 1

2
et ⇒ B =

[
1

x −1

]
−1

=−1

2

On intègre : A(x) = ∫ (
1÷2

x −1
− 1÷2

x +1

)
d x = 1

2
l n(x −1)− 1

2
l n(x +1)

On applique la formule : y = K e A(x) = K e

1

2
ln(x−1)−

1

2
ln(x+1) = K e

1

2
ln(x−1) ∗e

−
1

2
ln(x+1)

K e ln(x−1)

1

2 ∗e ln(x+1)

1

2 = K
p

x −1∗ 1p
x +1

= K

√
x −1

x +1

(x2 −1)y ′ = y ⇒ K

√
x −1

x +1
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Chapitre 2

Équations différentielle d’ordre 1 et

second membres

ò

C’est une équation différentielle :

• linéaire

• d’ordre 1

• a(x), avec second membre.

[ED] de type y ′−a(x)y = b(x) avec la condition y ′(0) = 0 [E] y ′−a(x)y = b(x), l’équation à ré-

soudre [E0]y ′−a(x)y = 0, l’équation homogène associée.

ò

La procédure :

• On résoud l’équation [Eo], on note Y 0 la solution de [Eo].

• On trouve une solution particulière Y 1 de [E].

• Conclusion : la solution générale de [E] s’écrit : Y = Y 0+Y 1

• On applique ensuite éventuellement la condition initiale de y

Explication :

Soit :

• Y , la solution générale de [E]

• Y 1, une solution particulière de [E]

ALORS y ′−a(x)y = b(x) - y1′−a(x)y1 = b(x) ⇒ y ′− y ′1−a(x)(y − y1)

Y ′−a(x)Y = 0 avec Y = y − y1

DONC y − y1 est solution de [E0] y ′−a(x)y = 0 ET y − y1 = y0 et y = y0+ y1
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WP-CMS2.0.1 y ′−3x2 y = x2 avec y ′(0) = 0

• On résoud l’équation [Eo], on note Y 0 la solution de [Eo].

(E0) y ′−3x2 y0 ⇒ y ′

y
= 3x2 ⇒ a(x) = 3x2 ⇒ A(x) = ∫

3x2d x = x3

Y 0 = K e A(x) = K ex3

• On trouve une solution particulière Y 1 de [E].

Méthode : On cherche la solution

- soit sous la forme polynomiale

- soit sous la forme similaire aux terme de [ED]

Attention cette méthode n’est pas systématique.

y ′−3x2 y = x2 On cherche à éliminer x2 y1 = a ⇒ y ′1 = 0

0−3x2a = x2 On remplace y par a et y ′ par 0

−3a = 1 ⇒ a =−1

3

Y 1 =−1

3

• Conclusion : la solution générale de [E] s’écrit : Y = Y 0+Y 1

y = K ex3 − 1

3

• On applique ensuite éventuellement la condition initiale de y et non de y0

y(0) = 0 ⇒ y(0) = K e0 − 1

3
= K − 1

3
Donc K = 1

3
⇒ y = 1

3
e3 − 1

3

2.0.2 x y ′− (x +1)y =−3x3 +3x2 +x +1 sur ]0,+∞[

• On résoud l’équation [Eo], on note Y 0 la solution de [Eo].

(E0) x y ′− (x +1)y = 0 ⇒ y ′

y
= x +1

x
= 1+ 1

x
⇒ a(x) = 1+ 1

x
⇒ A(x) = ∫

1+ 1

x
d x = x + l nx

Y 0 = K e A(x) = K ex+lnx = K ex ∗e lnx = kxex

• On trouve une solution particulière Y 1 de [E].

y1 = ax2 +bx +c ⇒ y ′1 = 2ax +b

On injecte dans l’équation x y ′− (x +1)y =−3x3 +3x2 +x +1

x(2ax +b)− (x +1)(ax2 +bx +c) =−3x3 +3x2 +x +1

On développe 2ax2 +bx − (ax3 +bx2 + cx +ax2 +bx +c) =−3x3 +3x2 +x +1

On ordonne −ax3 + (a −b)x2 − cx −c =−3x3 +3x2 +x +1

On compare −a =−3, a −b = 3, −c = 1 et −c = 1 ⇒ a = 3, b = a −3 = 0 et c = 1

Y 1 = 3x2 −1

• Conclusion : la solution générale de [E] s’écrit : Y = Y 0+Y 1

y = K xex +3x2 −1

• On applique ensuite éventuellement la condition initiale de y et non de y0 Ici aucune n’est demandée.
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Chapitre 3

[ED] Méthodes de la variation de la

constante

ò

C’est une équation différentielle :

• linéaire

• d’ordre 1

• a(x), avec second membre.

[ED] de type y ′−a(x)y = b(x) avec x > 0

ò

Procédure :

• On résoud l’équation [Eo] y ′−a(x)y = 0, on note Y 0 la solution de [Eo]

-
y ′

y
⇒ a(x) ⇒ A(x) = ∫

a(x) d x et Y 0 = K d A(x) =

• On trouve une solution particulière [E1], on note Y 1 la solution de [E1]

- On pose Y 1 et Y ′1 ⇒ On injecte dans [E]

- On développe (k(x) doit s’éliminer)

- On intègre pour éliminer k ′(x)

- On cherche y1 =

• Conclusion : la solution générale de [E] s’écrit : Y = Y 0+Y 1
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WP-CMS3.1. x y ′+ y = 5lnx AVEC x > 0

• On résoud l’équation [Eo], on note Y 0 la solution de [Eo].

(E0) x y ′+ y = 0 ⇒ x y ′ =−y
y ′

y
=− 1

x
⇒ a(x) =− 1

x
⇒ A(x) = ∫ − 1

x
d x =−l nx

Y 0 = K d A(x) = K e−lnx = K e ln(x−1) = K x−1 = k

x
Rappel nlnx = lnxn

Y 0 = K d A(x) = k

x

• On trouve une solution particulière [E] Y 1.

Méthode de variation de la constante. On détermine d’abord y0 puis on fait varier la constante k.

◦ On a trouvé : Y 0 = k

x
= k ∗ 1

x

◦ On pose : y1 = K (x)∗ 1

x
⇒ y1′ = K ′(x)∗ 1

x
+K (x)− 1

x2 Rappel (uv)′ = u′v +uv ′.

◦ On injecte y1 dans [E] : x y ′+ y = 5lnx ⇒ x

(
K ′(x)∗ 1

x
+K (x)− 1

x2

)
+

(
K (x)∗ 1

x

)
= 5lnx

◦ On développe. A ce stade k(x) doit s’éliminer

k ′(x) − 1

x
k(x)+ 1

x
K (x) = 5lnx ⇒ k ′(x) = 5l nx

◦ On intègre pour éliminer k ′(x) et obtenir k(x) :

k(x) = ∫
5 l nx d x = ∫

1∗ l nx

Rappel
∫

u′v = uv −∫
uv ′ avec u′(x) = 1 donc u(x) = x et v(x) = lnx donc v ′(x) = 1

x

k(x) = ∫
lnx d x = xl nx −∫

x ∗ 1

x
d x = xl nx −x

K (x) = 5(xlnx −x)

◦ On cherche y1 = K (x)∗ 1

x
= 5(xlnx −x)∗ 1

x
= 5(lnx −1)

Y 1 = 5(lnx −1)

• Conclusion : la solution générale de [E] s’écrit : Y = Y 0+Y 1

y = k

x
+5l nx −5 .
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WP-CMS3.2. (x2 +1)y ′−2x y = x2 +1

• On résoud l’équation [Eo], on note Y 0 la solution de [Eo].

E0 (x2 +1)y ′−2x y = 0 ⇒ y ′

y
= 2x

x2 +1
⇒ a(x) = 2x

x2 +1
⇒ A(x) = ∫ 2x

x2 +1
d x = ln(x2 +1) Rappel

∫ u′

u
= l n|u|

Y 0 = K e A(x) = K e ln(x2+1)

Y 0 = K e A(x) = K (x2 +1)

• On trouve une solution particulière [E] Y 1.

Méthode de variation de la constante. On détermine d’abord y0 puis on fait varier la constante k.

◦ On a trouvé : Y 0 = K (x2 +1)

◦ On pose : y1 = K (x)(x2 +1) ⇒ y1′ = k ′(x)(x2 +1)+k(x)∗2x Rappel (uv)′ = u′v +uv ′.

◦ On injecte y1 dans [E] : (x2+1)y ′−2x y = x2+1 ⇒ (x2+1)
(
k ′(x)(x2 +1)+k(x)∗2x

)′−2x
(
K (x)(x2 +1)

)= x2+1

◦ On développe. A ce stade k(x) doit s’éliminer

k ′(x)(x2 +1)2+k(x)∗2x(x2 +1)−2xK (x)(x2 +1) = x2 +1

k ′(x) = x2 +1

(x2 +1)2 = 1

(x2 +1)

◦ On intègre pour éliminer k ′(x) et obtenir k(x) :

k(x) = ∫ 1

(x2 +1)
d x = ar ct an(x)

K (x) = ar ct an(x)

◦ On cherche y1 == K (x)(x2 +1) = ar ct an(x)(x2 +1)

Y 1 = ar ct an(x)(x2 +1)

• Conclusion : la solution générale de [E] s’écrit : Y = Y 0+Y 1

y = (x2 +1)(k +ar ct an(x)
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Chapitre 4

Travaux pratiques

4.1. ED 1

Résoudre : exercice 1 y(x) = K
p

x2 +1{
(x2 +1)y ′−x y = 0 d ansR

Résoudre : exercice 2 y(x) = K x{
x y ′− y = 0;d ans ]0;+∞[

Résoudre : exercice 3 y(x) = K x2

x2 +1{
x(x2 +1)y ′ = 2y ;d ans ]0;+∞[

4.2. ED 2

Résoudre : exercice 1 y(x) = k

x
+5l nx −5{

[E ]x y ′+ y = 5l nx;d ans ]0;+∞[ On cherche Y 1 sous la forme Y 1 = alnx +b

Résoudre : exercice 2 y(x) = K ex2÷2 +2x2 −1{
[E ]x y ′− (1+x2)y =−2x4 +3x2 +1;d ans ]0;+∞[ On cherche Y 1 sous la forme polynomiale.

4.3. ED 3

Résoudre : exercice 1 y(x) = K e2
p

x −1{
[E ]

p
x y ′− y = 1 d ans ]0;+∞[

y(1) = 0

Pour Y 1 - Méthode 1 : trouver une solution évidente. - Méthode 2 : méthode de variation de la constante.

Résoudre : exercice 2 : y(x) = e−2x (k +ex )(x −1){
[E ]y ′+2y = xe−x Rappel (e−x )′ =−e−x

- Méthode 1 : solution particulière de la forme y1 = (ax+b)e−x . - Méthode 2 : méthode variation de la constante.
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