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Chapitre 1

Préliminaires

Une équation différentielle [ED] est une équation dans laquelle Pinconnue est une fonction.

Exemple 1 [ED] linéaire d’ordre 1 homogéne :

¥ =y On note y la fonction inconnue, 4 déterminer y’ sa dérivée.

y =Ke*=> y=Ke*

Exemple 2 [ED] linéaire d’ordre 2 avec second membre :

3y" +2y' + y = e* est une équation différentielle d’ordre 2.

Les équations différentielles servent a modéliser de nombreux problémes de physique, comme par exemple

la décharge d’'un condensateur au cours du temps.

La charge d'vn condensateur:

e T

Equation linéaire du
premier ordre avec

second membre

ks

A l'instant t, ve= 0 (condensateur déchargé), on ferme l'interrupteur.

Loidesmailles: £ = x_ () + a,(e)

Aux bornes du condensatevr: ()= C JT“_’?
¢

= a (b Relv) = Re “_"‘_‘_‘7

E=Uc(t)+RC dUc/dt

Fih £

i
Aucft) =E(d.e re )

. = = = = e e e
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1.1. [ED]DETYPE y' —ay =0 AVEC A UNE CONSTANTE WP-CMS

c’est une équation :
e d’ordre 1
¢ a coefficient constant

o « sans second membre (homogene)

Léquation | Y= ay = 0| admet pour solution | Ke®* avec K € #

Car (e*Y) = ae™ > y' = ay

1.1.1 y'-3y=0 avec y(0)=1

/

Yy -3y=0=>y =3y=> y7=3sa(x):3

!

u
Inlyl=3x+C On integre [ — = In|u| + c et 3.
u
|yl = e3*+¢ On élimine In
y = +e3¥+C avec K = +e€

Y -3y=0o y=Ke3*

Pour trouver K, il faut en plus une condition initiale. y(0)=~-1 = y(0)=Ke’=K=-1= y=—e%*

1.1.2 3y'-2y=0 avec y(-1)=1

!

3y -2y=0=>3y =2y=> ng:a(x)zg
y 3 3

2

—-X
3y -2y=0<Ke3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

-= 1 - - by —X —+—x —(1+x) —(1+x)
y1)=1 = Ke 3:13k:—2=e3 K=e3 Doncy=e3 xe3 =e3 3 =e3 y=e3

e 3
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1.2. EQUATION DU TYPE )’ — a(x)y = 0 AVEC a(x),UNE FONCTION WP-CMS

C’est une équation :
e d’ordre 1
e a(x), une fonction

« sans second membre (homogene)

0 Soit @] une fonction continue sur intervalle I.

_ admet la solution générale : -

Avec A(x) = [a(x)dx une primitivedea

avec{ K€Z ,

Astuce : A(x) correspond au Y

1.2.1 y'-3x*>y=0 avec y(0)=2

{ y' -3x2y=0y(0) =2

!

y -3x%y=0=y =3x%y > Y _ 352 an) =322
u/

Inlyl=x*+C On integre [ — = In|ul+cet 3.
u

Iyl = e¥+C On élimine In

y:iex3+c avec K = +e©

¥ -3x%y=0e y=Ke*

Pour trouver K, il faut en plus une condition initiale. y(0) =2 = y(0) =K =K=2> V= 2e"3
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1.2.2 (x*-1)y'—4xy=0 dans ]1;+o0] WP-CMS

{ (x> -1)y' —4xy =0dans ]1;+oo[

! ! +4
Oncalcula(x):L:: = 5 al avec (x2-1)#0 = a(x) = 5 ol => A=/ 5 X dx
y y x-1 x-—1 x<—-1
+2
On integre: A(x) =2 [ — xl dx=2Iln(x*>-1)
X2 —
On applique la formule : y = KeAW = Ke2ln(¥* -1 = geln(¥* -1 = g(x2 — 1)
(x*-1)y —4xy=0= K(x* - 1)?
1.2.3 (x*-1y =y dans ]1;+oo[
{ (x> -1y = ydans 11;+00]
y._ Y
Oncalcula(x) = —:= = =— avec (x> —1) #0
y y x<—-1
; 1 1 A B 1 1 1
On développe A(x) : = = + >A=|—| =-et=>B=|——-| =-=
x2-1 (x-Dx+1) x-1 x+1 x+1]; 2 x-1]_; 2
On integre : A(x) f(1+2 122) =L ine-1- L+
nintegre: A(x)= [| — - ——|dx==In(x-1)- =In(x
& x-1 x+1 2 2
1
. A —In(x-1)-—=In(x+1) —In(x-1) ——In(x+1)
On applique la formule : y = KeA™ = Ke2 2 =Ke2 xe 2
1 1
Keln(x—l)g*eln(x+l)§:Km* 1 _ g /2L
Vx+1 x+1
-1y = yo Ky )22
vy x+1
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Chapitre 2

Equations différentielle d’ordre 1 et

second membres

C’est une équation différentielle :

e linéaire

e d’ordre 1
¢ a(x), avec second membre.

[ED] de type| y'— a(x)y = b(x) avec la condition y'(0) =0 [E] y' — a(x)y = b(x), 'équation a ré-

soudre [E0]y’ — a(x)y = 0, 'équation homogene associée.

La procédure:

* On résoud I'équation [Eo], on note Y0 la solution de [Eo].
0 « On trouve une solution particuliére Y'1 de [E].

¢ Conclusion : 1a solution générale de [E] s’écrit: Y = Y0+ Y1

« On applique ensuite éventuellement la condition initiale de y

Explication :

Soit :
¢ Y, la solution générale de [E]

¢ Y1, une solution particuliere de [E]

ALORS y' —a(x)y = b(x) - yI' —a(x)yl =b(x) = y' - y'1 - a(x)(y - y1)
Y'—ax)Y =0avecY =y—yl
DONC y— y1 est solution de [E0] y' —a(x)y=0ET y—yl=y0et y=y0+ yl



2.0.1 y -3x*y=x* avec y'(0)=0 WP-CMS

« On résoud I'équation [Eo], on note Y0 la solution de [Eo].

!

(Ep) ¥ —3x%y0 = y; =3x% > a(x) =3x? = A(x) = [3x?dx = x°

Y0 =KeAW = Ke¥

« On trouve une solution particuliére Y1 de [E].
Méthode : On cherche la solution

- soit sous la forme polynomiale

- soit sous la forme similaire aux terme de [ED]

Attention cette méthode n’est pas systématique.

y' —3x?y = x?> On cherche a éliminer x*> yl=a= y'1=0
0-3x%a = x*> Onremplace y par a et y' par 0
-3a=1>a=—-
3
1

Yi=--
3

« Conclusion : la solution générale de [E] s’écrit: Y = Y0+ Y1
3 1

=Ke* — =

Y 3

» On applique ensuite éventuellement la condition initiale de y et non de y0

1 1 1 1 1
y0)=0=y(0)=Ke®~-=K--Donc K== = y=-¢e’—-
3 3 3 37 3

2.0.2 xy -(x+1)y=-3x3+3x>+x+1 sur]0,+oo[

* On résoud I'équation [Eo], on note Y0 la solution de [Eo].

/

, y ox+1 1 1 1
(Eg) xy' - (x+1)y=0=>=—=—=1+—=ax)=1+=-> AX) = [1+—dx=x+Inx
y X X X X

Y0 = KeA® = Ke*+inx = Ke* & e!"* = kxe*

« On trouve une solution particuliére Y'1 de [E].

yl=ax*+bx+c=y'1=2ax+b

On injecte dans I'équation xy’ — (x + 1)y = —=3x% +3x% + x + 1

xQax+b)— (x+1)(ax?+bx+c)=-3x>+3x* +x+1

On développe 2ax% +bx—(ax® +bx2+cx+ax?+bx+c)=-3x3+3x2+x+1
On ordonne —ax3+ (a=b)x2—cx—c=-3x3+3x2+x+1

On compare —a=-3,a-b=3,-c=let-c=1=>a=3,b=a-3=0etc=1
Y1=3x*-1

« Conclusion : la solution générale de [E] s’écrit: Y = Y0+ Y1
y=Kxe*+3x*-1

» On applique ensuite éventuellement la condition initiale de y et non de y0 Ici aucune n’est demandée.
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Chapitre 3

[ED] Méthodes de la variation de la

constante

C’est une équation différentielle :
e linéaire

e d’ordre 1

¢ a(x), avec second membre.

[ED] de type| y'— a(x)y = b(x) avec x>0

Procédure :

¢ On résoud I'équation [Eo] ¥’ — a(x)y = 0, on note Y0 la solution de [Eo]
/

- y; = a(x) > Ax) = [a(x) dx et YO = Kd™ =

« On trouve une solution particuliere [E1], on note Y1 la solution de [E1]
0 -On pose Y1 et Y'1 = On injecte dans [E]

- On développe (k(x) doit s’éliminer)
- On intégre pour éliminer k’(x)

- On cherche y1 =

¢ Conclusion : 1a solution générale de [E] s’écrit: Y = Y0+ Y1




3.1. xy' +y=5InxAvVEC x>0 WP-CMS

e On résoud I'équation [Eo], on note Y0 la solution de [Eo].

/

y o1 1 1
E l+ :0:,> /:— 1 = —— A = ——d :—l
(Eo) xy +y xy yy ;= A =-_ = Al) J Sdx=—Inx

- k
Y0 = KdA® = ge~n* = Keln&™) = gx~1 = = Rappel nlnx = Inx"
x

Y0 = kaAw = X
X

¢ On trouve une solution particuliere [E] Y1.

Méthode de variation de la constante. On détermine d’abord y0 puis on fait varier la constante k.

1
oOnatrouvé: Y0=—=kx* —
X X

1 1 1
oOnpose: y1=K(x)*— = yl’:K’(x)*—+K(x)——2 Rappel (uv) = u'v+uv'.
X X X

1 1 1
o Oninjecte y1 dans [E]: xy'+ y =5lnx = x| K'(x) * — + K(x) — —2) + (K(x) * —) =5Ilnx
X X X
o On développe. A ce stade k(x) doit s’éliminer
1 1
k'(x) ——k(x) + —K(x) =5Inx = k'(x) =5Inx
X X

o On integre pour éliminer k'(x) et obtenir k(x) :
k(x)=[5Ilnxdx= [1x*Inx

1
Rappel [ ¢/'v=uv- [uv avec u'(x) =1 donc u(x) = x et v(x) = Inx donc v'(x) = p

1
k(x)=[Inxdx=xInx— [x*=dx=xlnx—x
X

K(x) =5(xInx—x)

1 1
o On cherche y1 = K(x) * P 5(xlnx—x) * P 5(Inx—-1)
Y1=5(nx-1)

¢ Conclusion : la solution générale de [E] s’écrit: Y = Y0+ Y1

= E+51nx—5
J’—x .
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3.2. (X*+1)y -2xy=x*+1 WE-CMS

* On résoud 'équation [Eo], on note Y0 la solution de [Eo].

!

Y

2
EO (x?+1)y' -2xy=0=> == X
y

x2+1

!
= a(x) = dx = In(x? + 1) Rappel f% = In|u|

= A(x) =
x2+1 x2+1 W=/

Y0 = KedA® = gelnx*+1)
Y0=KeA® = K(x2 +1)

¢ On trouve une solution particuliere [E] Y1.

Méthode de variation de la constante. On détermine d’abord y0 puis on fait varier la constante k.
oOnatrouvé: Y0 = K(x?+1)

oOnpose: yl=Kx)(x*+1) = yl'=k'(x)(x*+1) + k(x) * 2x Rappel (uv) = v'v+uv'.

o Oninjecte y1 dans [E] : (x> +1)y' —2xy = x> +1 = (x®+1) (k' (x) (2% + 1) + k(x) * 2x)' —2x (K(x) (x* + 1)) = x> +1
o On développe. A ce stade k(x) doit s’éliminer

K2 +1)2+k(x) % 2x(x2+1) —2xK(x) (x> + 1) = x2 + 1
x2+1 1

/ _ —
KO =~ @y

o On intégre pour éliminer k'(x) et obtenir k(x) :
k(x) =
®=J

K(x) =arctan(x)

dx=arctan(x)

o On cherche y1 == K(x)(x? + 1) = arctan(x)(x*> + 1)

Y1=arctan(x)(x*+1)
¢ Conclusion : 1a solution générale de [E] s’écrit: Y = Y0+ Y1

y=(x*+1)(k+arctan(x)
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Chapitre 4
Travaux pratiques

4.1. ED1

Résoudre : exercice 1 y(x) = KV x2 +1
{ (x> +1)y —xy=0dans®
Résoudre : exercice 2 y(x) = Kx
{ xy' —y=0;dans ]0;+oo]

2
x2+1
{ x(x?>+ 1)y’ =2y;dans ]0;+oo]

Résoudre : exercice 3 y(x) =

4.2. ED2

k
Résoudre : exercice 1 y(x) = —+5Inx—-5
X

{ [Elxy' +y=5Ilnx;dans ]0;+oo[ On cherche Y1 souslaforme Y1=alnx+b

Résoudre : exercice 2 y(x) = Ke* *2 +2x2 — 1

{ [Elxy' —(1+x*)y = —2x* +3x%> + 1;dans ]0; +oo[ On cherche Y1 sous la forme polynomiale.

4.3. ED3

Résoudre : exercice 1 y(x) = K eAVr_]
[Elvxy' —y=1dans ]0; +oo|
{ y)=0
Pour Y1 - Méthode 1 : trouver une solution évidente. - Méthode 2 : méthode de variation de la constante.
Résoudre : exercice 2 : y(x) = e X (k+eM)(x—-1)
{ [Ely' +2y =xe " Rappel(e™) = —e™*

- Méthode 1 : solution particuliere de la forme y1 = (ax+b)e™". - Méthode 2 : méthode variation de la constante.
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